Analysis fiir Dummies

von Adam Sosnowski und Markus Miihling

Nach der Vorlesung Analysis I & II im WS 00/01 und SS 01 gehalten von Prof. Dr. Th. Bauer

Kapitel 1: Grundlagen

1. Mengen und Abbildungen

1.1 Abbildungen

Seien M und N Mengen. Eine Abbildung f: M — N ist eine Zuordnung, die jedem Element xeM
ein Element f(x)eN zuordnet. f(x) heillt das Bild von x unter f.

|1.2 Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen
Seien f: M— M* und g: M* —M*‘ Abbildungen. Dann heif3t die Abbildung
gof:M>M* mit x> g(f(x))
die Komposition von fund g.

|2. Volistindige Induktion

|2.1 Beweisprinzip der vollstindigen Induktion
Fiir jede natiirliche Zahl n sei die Aussage A(n) gegeben. Dann gilt:
Alle Aussagen A(n) sind wahr, falls man folgendes zeigen kann:
(1) A(1) ist wahr (Induktionsanfang)
(i1))  Fiir jedes neN gilt: Falls A(n) wahr ist, dann auch A(n+1) (Induktionsschluf3)

|2.2 Summen und Produktzeichen

SATZ: (Summenformel fiir die geometrische Reihe)
n _ n+l
ZXk :1 X fiir xeR, x #1 und neN,
k=0 1 —X

Beweisidee: Induktion nach n

2.3 Fakultit

SATZ: Die Anzahl der Anordnungen einer Menge {1,...,n} ist gleich n!.

Beweisidee:  Strukturelle Induktion
IS: Zerlegung in n+1 disjunkte Typen (1 an erster Stelle, 2 an erster Stelle,...)

2.4 Binomialkoeffizienten



Eigenschaften der Binomialkoeffizienten: (D) [nj - ( n J
k n-k

@ LM

SATZ: (HJ ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.
k

(k,neN, k<n)

Beweisidee:  Strukturelle Induktion
IS: Zerlegung in Teilmengen, die a,+; enthalten und die es nicht tun

2.5 Der binomische Satz

n ('
SATZ: Vx,yeRundneNgilt (x+y)" = Z(ijkynk
k=0

Beweisidee: Kombinatorisch. Es tritt x“y"™* genau so oft auf, wie es Moglichkeiten gibt,
aus den n Faktoren (x+y) k viele Faktoren auszuwéhlen.

|3. Die reellen Zahlen

|3.1 Die Korperaxiome

(K1) Kommutativitat: atb=b+a Ya,beR
a-b=b-a Va,beR
(K2) Assoziativitat: (atb)y+c=a+(b+c)
(a-b)-c=a-(b-c) Va,b,ceR

(K3) Neutrales Element: Es gibt eine Zahl 0e Rmita+0=a VaeR
Es gibt eine Zahl leRmita-1=a VaeR

(K4) Inverses Element: VaeR 3-aeR: at(-a)=0
VacR\{0}Ja'eR: a-a'=1
(K5) Distributivitit: a-(btc)=ab+ac Va,b,ceR

Folgerungen: (1) Die neutralen Elemente 0 und 1 sind eindeutig bestimmt.
(2) Inverse Elemente -a zu acR und a™ zu acR\{0} sind eindeutig bestimmt.
3)-0=0
(4) Fiir alle acR gilt -(-a) = a und fiir alle acR\{0} gilt (a')' =a
(5) -(at+b) = (-a) + (-b) und (a-b)'=a'-b' VabeR

(6) (1) a-0=0 VaeR
(i1) (-a) -b=-(a:b) VabeR
(i) (-a)-(-b)=ab Va,beR

(7Yab=0<a=0vb=0 Va,beR

|3.2 Die Anordnungsaxiome

(A1) Fiir jede reelle Zahl aeR gilt genau eine der drei Relationen: a>0 oder a=0 oder -a>0
(A2) Aus a>0 und b>0 folgt atb>0und a-b>0
(A3) Archimedisches Axiom: VaeR dneN: n>a




Folgerungen: (1) a*>0 VaeR\{0}

(2) a<b A b<c = a<c (Transitivitit) Va,b,ceR
3) (1) a<b=a+c<btc Va,b,ceR
(i1) a<b A a‘’<b® = ata‘ <btb° Va,a‘,b,b‘eR
4 (i) ab=ac<bec Va,beR, VceR"
(11) 0<a<b A 0<a‘<b‘ = a-a‘<b-b° Va,a‘,b,b‘eR

3.3 Die Betragsfunktion

Eigenschaften der Betragsfunktion: Fiir a,beR gilt: (i) la-b|=|al-|b]
(i) |a+b]<[a] +|b|
(iif)  |a-b[ >[al - [b]

3.4 Supremum und Infimum

Definition: Beschrinktheit
Sei McR, M#J. M heilit nach oben beschrinkt, falls JacRVxeM: x < a. Die
Zahl a heifit dann obere Schranke von M. (analog: untere Schranke)

Definition: Supremum (kleinste obere Schranke)
Sei M nach oben beschrinkt. Eine Zahl seR heillit Supremum von M, falls gilt:
(1) s ist obere Schranke von M
(i1) s< s° fiir jede obere Schranke s* von M (analog: Infimum)

Wichtiges Beispiel: M:={xeQ| x>0 und x> <2}, McR, M#J da 1 eM.
Falls s:= supM existiert, dann gilt s> =2 und s¢Q

|3.5 Das Vollstindigkeitsaxiom

(V) Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat ein Supremum in R.
(Supremumsprinzip)

R ist (bis auf Isomorphie) der einzige vollstindige archimedisch angeordnete Korper.

|3.6 Quadratwurzeln

Definition: Quadratwurzeln
Die reelle Zahl s > 0 mit s> = a heif3t die Quadtratwurzel von acR.

3.7 Das Intervallschachtelungsprinzip

SATZ: (Intervallschachtelungsprinzip)
Sei [ay,by]JR fiir neN gegeben. Falls [ay+1,bn+1][an,by] fiir alle neN, so existiert
ein ce R mit ce[a,,b,] fiir alle neN.

Beweis mit (V). Man kann zeigen, dall umgekehrt das Supremumsprinzip (V) aus dem
Intervallschachtelungsprinzip folgt.

3.8 Abzihlbarkeit

Definition: Abzahlbarkeit



Eine Menge M heil3t abzdhlbar, falls es eine bijektive Abbildung f: M — N gibt.
SATZ: Q ist abzdhlbar
Beweisidee: Durchnumerierung der (gekiirzten) Briiche liefert bijektive Abbildung.
SATZ: R ist iiberabzéhlbar (d.h. nicht abz&hlbar aber unendlich)

Beweisidee: Konstruktion einer Intervallschachtelung I,ol,ol5... mit x,¢1,, VneN.
Widerspruchsbeweis mit Induktion und Intervallschachtelungsprinzip.

‘Kapitel 2: Folgen und Reihen

|4. Grenzwerte und Folgen

|4.1 Folgen reeller Zahlen

Definition: Folge
Eine Folge (ay)nen reeller Zahlen ist eine Abbildung f: N— R mit ni— a,

Definition: Teilfolge
Sind n;<n,<ns... natiirliche Zahlen, so heilt (an)ken = (an1, an2, an3, ...) Teilfolge von

(an)neN-

Definition: (1) (an)nen heiBt nach oben beschrinkt, falls 3ceR VneN: a,<c¢
(2) (an)nen heiBt monoton steigend, falls VneN: ay > a,
(analog: nach unten beschrénkt und monoton fallend)

4.2 Grenzwerte von Folgen

Definition: Konvergenz, Grenzwert
(an) konvergiert gegen acR, falls es zu jedem €>0 einen Index NeN gibt mit
lan- a] <& Vn >N ,d.h. ah———a

= Ve>0 INeN Vn > N: |a,- a| <eg

= Fiir jedes >0 liegen fast alle Folgenglieder in der e-Umgebung von a
(e-Umgebung von a = Ug(a) := Ja-¢, ate[ )

(an) heiBit konvergent, falls 3Ja€R mit a,———>a, sonst divergent.

a :=lima, ist dann der Grenzwert der Folge.

n—oo

Definition: Nullfolge
(an) heifit Nullfolge, falls a,———>0 gilt. (d.h. Ve>0 INeN Vn = N: a,| < ¢)

Es gilt: ay————>a < (a,- a) nen ist Nullfolge

Lemma: (Bernoulli-Ungleichung)
Fir x > -1 und neN gilt (1 +x)" > 1 + nx



Beweisidee: Induktion nach n.

Beispiel: Fiir geR gilt: (a)|q|<1= limq"=0
(b) |g > 1 = (q") ist divergent

Beweisidee: (a) 1. EIxeRJr:L| =1+x 2. Bernoulli
q

(b) (q") ist unbeschriankt da N unbeschrinkt (mit Bernoulli)

4.3 Rechnen mit konvergenten Folgen

SATZ: Falls (a,) und (b,) konvergent sind, dann sind auch (a, + b,) und (a, - by)
konvergente Folgen und es gilt: lim(a, + by) =lim a, + lim b,
lim(a, - by) = lim a, - lim b,

Beweisidee: Wéhle% und betrachte N = max {N,N,}

SATZ: Ist (ay) konvergent und lim a, # 0, so existiert ein NeN mit a,# 0 Vn > N.

a a, lima,

n n

Die Folge [LJ ist dann konvergent und limL -

SATZ: Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a, < b, VneN.
Dann gilt: lim a, < lim b, (Nicht lim a, <lim b, !)
4.4 Infimum und Supremum von Folgen

SATZ: Sei (a,) eine monoton steigende und nach oben beschriankte Folge.
Dann ist (a,) konvergent und lim a, = sup{a,jneN}
(analog: (a,) monoton fallend und nach unten beschrinkt = lim a, = inf{a,;neN})

4.5 Hiufungswerte von Folgen

Definition: Hiufungswert
heR heifit Hiufungswert von (a,), falls in jeder e-Umgebung U.(h) o« -viele
Folgenglieder liegen.

SATZ: h Haufungswert von (a,) < (an)nen besitzt eine Teilfolge (an)ken, die gegen h
konvergiert.

4.6 Der Satz von Bolzano-Weierstral}

SATZ: (Bolzano-Weierstral})
Jede nach oben und unten beschrinkte Folge hat einen Haufungswert in R.

Beweisidee: 1. Supremum s, :=sup{a; | i > n} existiert nach (V) und 3seR: -s<a, <s
2. sy———>inf{s; | meN}=: a, da s, nach unten beschrinkt und fallend

3. Sei ¢ >0, NeN gegeben. 3meN: |a - sp)| <§ ,daa=Ilims,



4. Wéhle m > N. dn > m: [y, — ay| <§, da sp,=sup{a;|i>n}

5. Gezeigt: VNeN dn > N: a, < Ug(a), also a ist HW von (a,)

Definition: Fiir eine beschrinkte Folge (a,) heilit limsup a, := limsup {a; | 1 > n} der

n—oo

Limes Superior von (a,). Er ist der grofite HW von (a;).  (analog: Limes Inferior)

4.7 Berechnung von Quadratwurzeln

SATZ: Fiir jeden Startwert apeR" konvergiert die Folge a_, = %(an + Lj gegen\/g .
a

n

Beweisidee: 1. Es gilt a,> 0 VneN (Induktion), anZ\/E Vn>1lunda,1<a,Vn>1
2. (a,) ist konvergent, da monoton fallend und nach unten beschrankt
3. lima,= \/E zeigen mit Trick

4.8 Cauchy-Folgen

Definition: Cauchy Folge
(an) heifit Cauchy-Folge, wenn Ve>0 INeN: Vn,m > N: |a, — ay| < €.
(,,Hinreichend spite Folgenglieder haben beliebig kleinen Abstand®)

Lemma: (1) (a,) konvergent = (a,) Cauchy-Folge
(2) (an) Cauchy-Folge = (a,) beschrinkt

4.9 Das Cauchy-Kriterium

SATZ: Jede Cauchy-Folge ist konvergent.
Beweisidee: 1. Mit Lemma (2) und Bolzano-Weierstral3 hat (a,) HW h
2.8, ——>h, da[a, - an| <§ und |ay - h| <§

Bemerkung: Es gilt also: Supremumsprinzip (V) = Konvergenz von monotonen und
beschrinkten Folgen = Bolzano-Weierstrafs = Cauchy-Kriterium. Es gilt aber auch:
Cauchy-Kriterium < Supremumsprinzip < Intervallschachtelungsprinzip

4.10 Bestimmte Divergenz

Definition: Bestimmte Divergenz
Eine Folge (a,) heillt bestimmt divergent gegen oo (also: a, ————>), falls zu

jedem GeR ein NeN existiert mit a,> G Vn > N.

SATZ: Sei (an) eine Folge mit a | ————>.
Dann gilt a, # 0 fiir fast alle n und LWO.
a’n
SATZ: Sei (an) Folge mit a,> 0 Vnund a, ———0. Dann gilt LT)oo.

a

n



|5. Unendliche Reihen

|5.1 Der Begriff Reihe

Sei (a,) eine Folge. s, := Zai heifit n-te Partialsumme von (a,). Die Folge Zan := (sp) dieser
i=0 n=0

Partialsummen heif3t (unendliche) Reihe. Eine Reihe heif3t konvergent, falls die Folge der

Partialsummen konvergent ist. Ihr Grenzwert ist dann Z a,.

n=0
5.2 Die geometrische Reihe
n 40l
Sei qeR. Es gilt: s,:= Y q* = I-q
k=0 l-q
Also: (1) Iq<1= Zq“ konvergiert mit Zq“ = IL
n=0 n=0 —q

i) |q=z1= Zq" ist divergent. (Beweis: Nullfolgenkriterium)

n=0

|5.3 Beobachtungen zu Reihen

(1) Cauchy-Kriterium: Zan konvergent <Ve>0 INeN Vnm > N: s —sp [ <€
n=0

2

k=n

<=Ve>0AINeNVm>n2>N: <g

(2) Nullfolgenkriterium: Zan konvergent = a, ——0
n=0

(3) Beschriinktheitskriterium: Es sei a,> 0 VneN. Dann gilt:

Zan konvergent < (s,) beschrankt
n=0

|5.4 Die harmonische Reihe

SATZ: Die harmonische Reihe z

|
— ist divergent.
n=1 n

2k 2k
Beweisidee: Teilfolge (Z lj unbeschrinkt, da Zl >k %+1
i=1 1), i=1 1

5.5 Das Leibniz-Kriterium

SATZ: Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann ist die alternierende Reihe

0

(-1)"a, konvergent.

S (-'a,

i=n

n=0

Beweisidee: < |an| <€, da stets mehr subtrahiert als addiert wird und (a,) NF




5.6 Absolute Konvergenz

Definition: Absolute Konvergenz
z a, heif3t absolut konvergent, falls z

a | konvergent ist.

Folgerung: z a absolut konvergent = z a, konvergent (Beweis mit Cauchy-Kriterium)

5.7 Das Majoranten-Kriterium

SATZ:  Sei ) b, absolut konvergentund |a | <[b,| YneN => > a, absolut konvergent

Man nennt an dann eine konvergente Majorante von Zan :

=1 : . : > 2
Folgerung: Z—k konvergiert absolut fiir k > 2. (Beweis mit Majorante Z i+
n=l1 n n=l n(n +

|5.8 Das Quotienten-Kriterium

a'rH—l

a

n

SATZ: Falls ein qeR mit 0 < q <1 existiert und <q VneN, dann ist auch Zan

)

absolut konvergent. (Beweis mit Majorante Z q"

aO

5.9 Das Wurzel-Kriterium

SATZ: Falls ein qe R mit 0 < q <1 existiert und g/ an| <q VneN, dann ist auch Zan
absolut konvergent. (Beweis mit Majorante Zq“ )

5.10 Hinweis zur Anwendung der Kriterien

Es gilt offenbar fiir jedes noeN: Zan konvergent = z a, konvergent. Es geniigt daher die

n=0 n=n,

an+1

Bedingungen <|b <q und g/ an| < q fiir n > ny zu zeigen.

an nj|?

n

5.11 Rechnen mit konvergenten Reihen

SATZ: (a) Zan konvergent und an konvergent = Z:(an +b,) konvergent

und Z:(an +b, )= Zan + an

(b) Zan konvergent = Zc -a, konvergent VceR und ZC ‘a,=c¢ Zan
Beweisidee: Wende Rechenregeln fiir Folgen auf Partialsummen an

5.12 Der Umordnungssatz

Definition: Umordnung



Sei Z a, eine Reihe und t: Ny — Nj eine Bijektion. Man nennt die Reihe Zam)

n=0 n=0

eine Umordnung der gegebenen Reihe.

SATZ: Zan abs. konv. = Jede Umordnung von Zan ist abs. konv. und Zar(n) = Zan
n=0 n=0

5.13 Der Reihen-Produktsatz
Definition: Produktreihe
Seien Zam und an Reihen und t: NxN — N mit (m,n) > Tmn) €ine Bijektion.
Die Reihe ch Mmit Cymyn) := @m - by ist dann die Produktreihe zu Z a, und an .

SATZ: Sind Zan und an absolut konvergent, so auch jede Produktreihe ch zu

Zan und an . Es gilt dann: ch =Zan . an :

5.14 Cauchy-Produkt
SATZ: Sind Zan und an absolut konvergent = izn:akbn_k = Zan : an

n=0 k=0

Beweisidee: Bilde die Produktreihe zu Zan und an nach Cauchyschen

Diagonalverfahren und fasse die Glieder einer Schriaglinie zusammen.

|6. Folgen und Reihen komplexer Zahlen

|6.1 Die komplexe Konjugation

Definition: Komplexe Konjugation
Istz=x+1iy € C mit x,yeR, so heiflt Z := x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Z+7Z zZ—7Z
und Imz=

Es gilt: Rez=

Eigenschaften der komplexen Konjugation: (1) = z (Konjugation ist eine Involution)

Z
2) z,+2,=2,+2,

(3) 2,2y =72,
6.2 Betrag einer komplexen Zahl

Definition: Betrag einer komplexen Zahl
. . . 2 2 . — 2
Fiir z=x +1iy €C heift |z| =/x* +y® der Betrag von z und es gilt z-Z =|7|".

Eigenschaften der Betragsfunktion: Fiir z,z;,,eCgilt (1) |20, [/=0<2z=0

(2) |Z1 +ZZ|S|ZI|+|ZZ|
(3) |Z1 'Zz|:|21|'|Z2|

6.3 Konvergenz von Folgen in C



Definition: (c,) konvergiert gegen ceC, falls Ve>0 INeN Vn > N: |c,-¢| <e.

SATZ: Sei (¢y) eine Folge in C, ¢, = a, + ib, mit (a,),(b,) Folgen in R. Sei ¢ = a + ib, dann
gilt: c,—>c<a,—>aundb,—>Db

Beweisidee: ,,=* mit Re(z) < |z|
Korollar: c,>c= ¢, —>¢

SATZ: (cn) Cauchy-Folge in C = (Re ¢,) und (Im c,) sind Cauchy-Folgen in R.
Korollar: Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent.

SATZ: Seien (c,) und (d,) Folgen in C mit ¢c,— ¢ und d,— d.
Dann gilt: (1) chtdy—>c+d
(2) Ch-dhn—>c-d

(3)  Fallsd=0: o 5 €
d ' d

n

6.4 Reihen in C

Analog zu R definiert man Reihe Z c, komplexer Zahlen, Konvergenz und absolute

Konvergenz einer komplexen Reihe. Wie in R beweist man Majoranten-, Wurzel- und
Quotientenkriterium. (aber nicht Leibniz-Kriterium!)

|7. Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus

|7.1 Die komplexe Exponentialfunktion

o0 n

Fiir ze C ist die Exponentialreihe ZZ—' absolut konvergent. (Quotientenkriterium)
n=0 n
Definition: Exponentialfunktion
Die Funktion exp: C — C, exp(z) = ZZ—' heiB3t (komplexe) Exponentialfunktion.
n=0 n:

e:=exp(l)=1+4 +4 +4 +... heillt Eulersche Zahl.

7.2 Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
SATZ: Fiir zzwe C gilt: exp(z + w) = exp(z) - exp(w)
Beweisidee: Anwendung des Reihenproduktsatzes (Cauchy-Produkt + Binomischer Satz)

Folgerungen aus der Funktionalgleichung: SeizeC
(1) Es gilt exp(z) - exp(-z) = exp(z-z) = exp(0) =1,
VzeC

also exp(z) # 0 und exp(-z) =

exp(z)
(2) Fiir xeR ist exp(x) > 0, fiir x>0 ist exp(x) > 1

10



2

Beweisidee: Fiir x>0 ist exp(x) = 1+ % + X2—' +.>1

Fiir x<0: exp(x) - exp(-x) = 1 = exp(x) > 0
3) Fiir neN ist exp(n) = exp(1+1+..+1) =exp(l) - ... -exp(l) =e - ...-e=¢"
und exp(-n) :Ln =e". Ferner gilt: exp(1) = e ,da (exp(1))'=e.
e

Zusammenfassend gilt also: exp(2) =4¥e” = en

Definition: Restglieder der Exponentialreihe

n k ®© k
Fiir ze C und neN sei Ry(z):= exp(z)- Z% = z % das n-te Restglied der
k=0 B k=n+1 B

Exponentialreihe.

n+l

Lemma: Fiir|z| <1 gilt|Ry(2)| <2 - ———.
+1)!

Kk n+l

.. o Z . .
Beweisidee: Betrachte | Z ' |, Dreiecksungleichung,
k=n+1 K2 n+

V4

ausklammern

SATZ: ezQ, d.h. e ist irrational

n

Beweisidee: Betrachte R,(1)= m_ Z 1 , daraus folgt R,(1)> 1 ,
k! n!

n k!
Widerspruch zur Restgliedabschitzung

7.3 Sinus- und Cosinusfunktion

Definition: Sinus und Cosinus
2k 2k+1

. NNk X g ix)) = (1) X
cos x := Re(exp(ix)) —;( 1) 2! und sin x := Im(exp(ix)) ;( 1) 2k + 1)

heiflen Cosinus und Sinus von xeR.

Eigenschaften von Sinus und Cosinus: (1) cos(-Xx) = cos X VxeR (,,gerade Fkt.©)
sin(-x) = -sin X VxeR (,,ungerade Fkt.*)
(2) -1<sin x <1
-1<cos x <1

3) (sin x)* + (cos x)*=1 (Beweis mit |[exp(ix)|?)

Additionstheoreme: cos(X+y)=cosX-cosy—sinXx:siny vx,yeR
sin(x +y)=sinX-cosy+cosx-siny vx,yeR

Beweisidee: Betrachte exp(i-(x+y))

|Kapitel 3: Stetige Funktionen

|8. Grenzwerte und Stetigkeit

11



8.1 Beriihrpunkte einer Menge

Definition: Berithrpunkt, Abschluf}
Ein Punkt a€eR heifit Berlihrpunkt von DcR, falls in jeder e-Umgebung von a ein
Punkt aus D liegt, d.h. a Bertihrpunkt von D < 3 (a,) in D mit a, ————>a

D ist der AbschluB von D (d.h. Menge der Beriihrpunkte von D).
D heif3t abgeschlossen, falls D = D ist.

Beispiel: D=Qund D=R

8.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition: Grenzwerte von Funktionen
f konvergiert fiir x —a gegen beR (d.h. f(x)———b), heilit:
Fiir jede Folge (a;) in DCR mit a, ——>a gilt f(a,)———b.

Der Grenzwert b ist eindeutig bestimmt und wird mit limf(x) bezeichnet.
X—a

Der Grenzwertbegriff ist /okal, d.h. man kann das Konvergenzverhalten auch auf
einem kleinen Bereich um a (d.h. D m Ug(a)) untersuchen.

Definition: Einseitige Grenzwerte
Es sei a ein Beriihrpunkt von D M ]-o0,a]. Dann gilt:
f(x) —2;—b < Fir jede Folge (a,) in D N ]-0,a] mit a;, —>a gilt f(a,) > b
(analog: f(x)———b)

Bezeichnung: li¥nf (x) bzw. li£nf (x)

Definition: f(x)——-—>b < Fir jede Folge (a,) in D mit a, ———o0 gilt f(a,)———b
(analog: f(x)—==—b)

Bezeichnung: limf(x) bzw. lirF f(x)

m

=0VmeN (d.h. exp wichst schneller als alle Potenzen)

Wichtiges Beispiel: lim
X—>00 exp(x)

o n m+1

.. Z X
Beweisidee: Betrachte exp(x)= ) —2>

> fir x>0 und setze a, ein
—n  (m+1)!

8.3 Die Grenzwertsitze

SATZ: Seien f,g: D—> R, ae D. Falls !(IE)I} f(x) und }(IE)I} g(x) existieren, dann
gilt: (1) lim(f(x)+g(x))= limf(x)+ limg(x)
(2) }(iilg(c-f(x)): c-£i£r;f(x) VceR
() lm(f(x) g(x)= limf(x)- limg(x)

4) lim = X242 , falls limg(x) #0
wrg(x)  limg(x) o
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Beweisidee: Rechenregeln fiir konvergente Folgen

8.4 Die ed-Formulierung des Grenzwertbegriffs

SATZ: Sei f: D> R, ae D . Dann gilt:
f(x)———b = Ve>0 30>0 VxeD: [x-a] <& = [f(x)-b| < e

X—>a

(,,f(x) liegt beliebig nahe an b, falls x hinreichend nahe an a liegt*)

8.5 Der Stetigkeitsbegriff

Definition: Stetigkeit
Sei f: D— R mit DcR
(D) f'heift stetig in aeD falls gilt: f(x)———1(a)
(2) f heil3t stetig, falls f in jedem Punkt von D stetig ist

SATZ: Falls f,g: D— R in a€D stetig sind, dann sind auch f+ g, f- gund ¢ - f fiirceR
stetig in a. Falls zusétzlich f(a) # 0 ist, ist auch % : D\{xeD|f(x) = 0} — R stetig in a.

Beweisidee: Grenzwertsitze

Korollar: Die Menge C(D,R):={f: D— R | f stetig} ist ein Untervektorraum des Vektorraums
aller Abbildungen von D nach R.

|8.6 Die e6-Formulierung der Stetigkeit
SATZ: Sei f: D— R, aeD. Dann gilt.
fist stetig in a & Ve>0 36>0 VxeD: [x-a| <06 = [f(x)-f(a)| <&
(,,f(x) liegt beliebig nahe an f(a), falls x hinreichend nahe an a liegt*)

SATZ: Seien f: D— R mit DcR, g: E— R mit ECR mit f(D)cE. Dann gilt:
fstetig in aeD und g stetig in f(a) = gofstetigina
(Beweis mit Folgen oder €d-Formulierung)

|9. Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

|9.1 Der Zwischenwertsatz

SATZ: Eine stetige Funktion f: [a,b]—> R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an,
d.h.: Ist f(a) <y < f(b) oder f(b) <y < f(a), so ex. ein xe[a,b] mit f(x) =y.

Beweisidee: 0.B.d.A f(a)<y<f(b), betrachte M:= {te[a,b]|f(t) < y}, mit (V) x:= supM,
1. xp—X, f(Xy) £y = f(x) <y, insb. x<b 2. Vtex,b] istf(t) >y = f(x) >y

9.2 Maxima und Minima

SATZ: Eine stetige Funktion f: [a,b] > R hat ein Maximum und ein Minimum,
d.h. Es ex. p,qe[a,b] mit f(p) < f(x) < f(q) Vxe[a,b]

13



Beweisidee: Betrachte sup{f(x)[xe[a,b]}, 3(x,) in [a,b], Bolzano-Weierstral3
Korollar: f:[a,b]—> R stetig = f([a,b]) ist ein kompaktes Intervall

Beweisidee: Minumum f(p) und Maximum f(q) ex., f([a,b]) = [f(p),f(q)] mit ZWS zeigen

9.3 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Definition: Streng monoton wachsend
Eine Funktion f: D — R heif3t streng monoton wachsend, falls Vx,yeD gilt:
x<y = f(x)<f(y) (analog: streng monoton fallend)

SATZ: Sei f: [a,b]— R stetig und streng monoton wachsend, A:= f(a) und B:= f(b).
Dann ist f: [a,b]— [A,B] bijektiv und 1. [A,B]> [a,b] ist stetig.
(analog fiir streng monoton fallend)

‘Kapitel 4: Differenzierbare Funktionen

|10. Differenzierbarkeit

Definition: Differenzierbarkeit, Ableitung
Sei IcR ein Intervall und f: I-> R

(D) f heif3t differenzierbar in a€l, falls der Grenzwert limM
X—a X—a

X#a

existiert. Falls er existiert bezeichnet man ihn mit f'(a) und nennt ihn

die Ableitung von fin a.
(2) f heilit differenzierbar, falls f in jedem Punkt ael differenzierbar ist.

Die Funktion f': >R, x  f'(x) heifit dann die Ableitung von f.
. fa+h)—f(a)

Alternative Formulierung: f'(a) := }11 : 0

h=0

Lemma: fdiffbarina = f stetigina (Beweis mit GWS)

Wichiges Beispiel: exp ist differenzierbar mit exp’ = exp
Beweisidee: |exp(h) - (1+h)| < |h?| fiir |h| < 1mit Restgliedabschitzung

10.1 Summen-, Produkt- und Quotientenregel

SATZ: Seien f,g: [> R in a differenzierbar. Dann gilt:
()  (E+g9'@=1f'(a)+g' @)
2  (-g'@)=1(a)g@)+g'(@)f(a)

!

3 (ﬁj @ F@ @ —F@ @ oo
g

g(a)y
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!

. : . : (1 -g
Beweisidee: Erginze Differenzenquotienten, Quotientenregel mit (—] (a)= %
g gla

10.2 Die Kettenregel

Lemma: Fiir eine Funktion f: I—> R sind dquivalent:
(1) fist in ael diffbar
(i)  Es gibt eine in a stetige Funktion ¢: [ - R mit f(x) - f(a) = (x-a) p(x) Vxel
Es gilt dann @(a) = f'(a)

Beweisidee: (ii)=(i) Differenzenquotient bilden und Stetigkeit ausnutzen
(1)=(i1) Definiere ¢, aus diffbar in a folgt stetig in a

SATZ: Sei f: [ > R in a diffbar, sei JcR ein Intervall mit f(I)c Jund g: J >R in
b:= f(a) diffbar. Dann ist gof : - R diffbar in a mit (gof)'(a)=g'(f(a))-f'(a)

Beweisidee: Mit vorigem Lemma gilt: lim g(f(0) ~ g(f(a)) =lim (f(x0) = (@) Wt (x))
X—>a X —_ a X—>a X —_ a

— lim 372 POV WA _ )y a)) = () - (F(2)

X—a X—a

10.3 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

SATZ: Sei f: [a,b] > R diffbar und streng monoton mit f'(x) # 0 fiir xe[a,b].
1
f'(E7 (y)
Beweisidee: 1. ™ ist stetig 2. Betrachte Folge (y,) in f([a,b]) mit y, >y, ys#y Vn
3. Also f7'(y,) — f7'(y), weiter mit Differenzenquotient und x,:= f (yw)

Dann ist auch £ in'y = f(x) diffbar und (f ') (y) =

Wichtiges Beispiel: exp ist diffbar, streng monoton steigend und es ist exp(R)= R" (ZWS).

Mit Satz folgt daher In:= exp™: R"— R ist diffbar und In'(x) = l
X

Funktionalgleichung: In(x-y) = In(exp(In(x) + In(y))) = In(x) + In(y).

|11. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

|11.1 Lokale Extrema

Definition: Lokales Extremum

Sei f: Ja,b[—> R und ce]a,b[. Dann gilt: f hat in ¢ ein lokales Maximum bzw.
Minimum, falls ein >0 existiert mit f(c) > f(x) bzw. f(c) < f(x) VxeUg(c)n]a,b[

SATZ: Sei f: Ja,b[— R diftbar.
Falls fin ce]a,b[ ein lokales Extremum hat, dann gilt f'(c) = 0.

Beweisidee: O.B.d.A c lokales Maximum. Fiir c<x<c+g gilt =) <0,dh. f'(c)<0
X—cC
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Fiir c-e<x<c gilt )= fle) >0, d.h. f'(c)>0. Dafdiffbarina= f'(c)=0
X—C

11.2 Satz von Rolle

SATZ: Sei f: [a,b] = R stetig und in ]a,b[ diffbar.
Falls f(a) = f(b) gilt, so existiert ce]a,b[ mit f'(c)=0.

Beweisidee: 1. Satz iiber Maxima und Minima (Stetigkeit) 2. Satz {iber lokale Extrema.

11.3 Der Mittelwertsatz

SATZ: Sei f:[a,b] > R stetig und in Ja,b[ diffbar. Dann existiert ein Punkt ce]a,b[ mit

f'(c)= f(b) - f(a) . (= Steigung der Sekante durch (a,f(a)) und (b,f(b)) )
Beweisidee: 1. Betrachte Hilfsfunktion h: [a,b] > R mit h(x) := f(x) — M (x—a)
—-a

2. Esist h(a) = h(b) = f(a) = Satz von Rolle

|11.4 Anwendungen des Mittelwertsatzes
Sei f: [a,b] > R stetig und in ]a,b[ diffbar.
Folgerung 1: f'(x)=0Vxelab] = f konstant

Beweisidee: Betrachte x,y[a,b] bel. mit x<y, dann MWS auf f}, y; anwenden

Folgerung 2: (D) f'(x)>0Vxelab] = f monoton steigend
(2) f'(x)>0 Vxelab] = f streng monoton steigend

Folgerung 3: Sei f zweimal diffbar und ce]a,b].

f'(c)=0
Dann gilt: ,(C) = f hat in c ein isoliertes lokales Minimum
f"(c)>0

11.5 Der verallgermeinerte Mittelwertsatz

SATZ: Seien f,g: [a,b] - R stetig und in Ja,b[ diffbar. Ferner sei g’ (x) = 0 Vxe]a,b[.
f'(c) _ f(b)—f(a)
g'c) g(b)-g(a)

Dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein ce]a,b[ mit
(Bem.: Der MWS ist der Spezialfall g(x) = x)

f(b) —f(a)

Beweisidee: Hilfsfunktion h: [a,b] > R mit h(x) = f(x)—
g(b) —g(a)

(g(x) —g(a)),
Satz von Rolle
11.6 Die Regel von de 1‘Hospital

SATZ: Seien f,g: Ja,b[— R diffbar und g’ (x) # 0 Vxe]a,b|.
Ferner gelte (1) f(x) > 0, g(x) > 0 fiir xJa (oder x*b oder x — )

16



oder (2) f(x) > o, g(x) > o fiir xla (oder xtb oder x — )

Falls der Grenzwert A:=1im ) existiert, dann gilt lim@ =A.
rla g'(x) xha g(x)

Wichtige Beispiele:

(1) Mit I'Hospital gilt fiir a>0: lim SPE) _ jjm 3 SXP@X) _

X—>00 X X—>00
1)\ 1)\
Damit gilt fiir neN: lim expgx) = lim(mJ = (lim mj =
X—>0 X X—>00 X X—>00 X
»€Xp(X) wachst schneller als jede Potenz von x
achst schneller als jede P “
1 . oo Inx N .1
(2) Mit I’Hospital gilt: lim =lim -=lim—=0

X—>00 Xn x~>oon.X[k X—>00 Xn

(,,In(x) wéchst langsamer als jede Potenz von x*)

11.7 Allgemeine Potenzen

Definition: Allgemeine Potenz

Fiir xeR ist e*:= exp(x) und fiir acR" ist a":= ¢

Mit der Funktionalgleichung folgt a*” = a* - a”.

x-Ina

|12. Funktionenfolgen und —reihen, gleichmaflige Konvergenz

|12.1 Funktionenfolgen und -reihen

Definition: Punktweise Konvergenz
Sei DcR, (fy)nen eine Funktionenfolge mit f,: D— R VneN und f: D — R gegeben.
(1) Die Folge (fy)nen konvergiert punktweise gegen f, falls gilt:
Fiir jedes xeD konvergiert (f,(x))nen gegen f(x).
(d.h. li_r)n f (x)=f(x) © VxeD Ve>0 INeN Vn > N: [f;(x)-f(x)| <€)

(i)  Die Reihe an konvergiert punktweise gegen f, falls die Folge der

n=0
Partialsummen s, = Zfi punktweise gegen f konvergiert.
i=0
Wichtiges Beispiel: (f,) mit f,: [0,1]> R, x — x" konvergiert punktweise gegen die Funktion

0,0<x<1 . . .
f(x) = : | (Beachte: alle f, sind stetig, aber f nicht)
b X =

Definition: Gleichmiiflige Konvergenz
Die Folge (fu)nen konvergiert gleichméBig gegen f, falls gilt:
Ve>0 IANeN Vn > N VxeD: [fy(x) - f(x)| <&
(,,In jedem e-Schlauch um f liegen fast alle f,*)
Klar: (f,) gleichmiBig konvergent = (f,) punktweise konvergent

12.2 Die Supremumsnorm
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Definition: Beschrinktheit einer Folge
f heilit beschréinkt, falls 3ceR VxeD: -c <f(x) <c.

B(D,R):= {f: D—>R| f beschrinkt} ist ein R-Vektorraum und fiir fe B(D,R) existiert

sup{ [f(x)||[x e D }.

Definition: Supremumsnorm
Sei feB(D,R). || f|| := sup{ [f(x)] |x € D } heif3t die Supremumsnorm von f.

Lemma: Fiir eine Folge von Funktionen f,;: D— R gilt:
(f)—2">f <« (Fastallef,-f liegen in B(D,R) und) || f,- f]| —0

Beweisidee: Ve>03NeN Vn >N VxeD: [f;(x)-f(x)|<e < Ve>0 INeN Vn > N: ||f,-f]|<e

Eigenschaften der Supremumsnorm: Fiir f,geB(D,R) und ceR gilt:
(M ([ f=20,[[f[[=0=f=0
@ lefll=lel- I £l
G Af+gll<lfl+lgl

12.3 Cauchy-Kriterium fiir Funktionenfolgen

SATZ: Fiir eine Folge von Funktionen f;: D— R gilt:
(fn) gleichmdBig konvergent <  Ve>03INeN Vmn=>N || f,-fiu]| <e

Beweisidee: (i)=(i1) 0-Ergidnzung, Dreiecksungleichung
(i)=(i) (fo)nen Cauchy-Folge in R, also f, —2*—f, damit ist fiir xeD
und meN fest: |f(x)—f_ (x)]| = lim|f (x)-f (x)]| <e

12.4 Rechnen mit gleichmiifig konvergenten Folgen

SATZ: Seien (f,), (g,) Funktionenfolgen von D—R mit f —#* 5f und g, —2*>g,
dann gilt: f +g —2 5f+g und c-f —22>c-f firceR

12.5 Stetigkeit der Grenzfunktion

SATZ: Seien f,:D — R stetig. Falls (f,) gleichméBig konvergent ist, dann ist auch die
Grenzfunktion f:=lim(f;) stetig.

Beweisidee: ed-Definition, g wihlen und 2 mal Dreiecksungleichung

12.6 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion

SATZ: Seien f,: [a,b] > R diftbare Funktionen. Falls (f]) gleichméBig konvergent ist und

(fa(X0))nen fur ein xpe[a,b] konvergent ist, dann gilt:
(1) (fn) ist gleichméBig konvergent
(i))  Die Grenzfunktion f:=1imf, ist diffbar mit f' = (limf, )" = limf] .

00
n— n—oo

(,,Limes und Ableitung sind vertauschbar®)
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Korollar: (a) Seien f,: D — R stetig. Falls an glm. kgt. ist, so stellt die
Grenzfunktion eine stetige Funktion dar.
(b) Seien f;: [a,b] > R diffbar. Falls an' glm. kgt. ist und an (x,) fiir ein
xo€[a,b] kgt. ist, dann gilt:
f::Z:fn ist glm. kgt. und es ist ' = (an )’ = Zfr;
(,,Gliedweises Differenzieren‘)

12.7 Das Weierstraf3-Kriterium

SATZ: Seien f,: D— R. Dann gilt:

D |If, || konvergent = >'f, glm. kgt. & >_|f, | glm. ket.
(Bemerkung: Damit sind alle anderen Kriterien fiir Reihen anwendbar)

< Zn:”\ f, ]" = Zn:”fk || < ¢ ,mit Cauchy fiir Zahlenfolgen

k=m-+1 k=m-+1

und fiir Funktionenfolgen ist (s,)= Z| f | glm. kgt

2 E |

k=m-+1

Beweisidee:  ||Sy-Sm||=

12.8 Potenzreihen

Definition: Potenzreihen
Seien f,: R— R Funktionen mit f (x) =a x" wobei a,eR.
Die Reihe an heifit dann Potenzreihe.

12.9 Der Konvergenzradius

SATZ: Sei R:=sup{x>0| Z a, x" kgt.} der Konvergenzradius der Potenzreihe Z ax",
R € R U {oo}. Dann gilt:
(1) x| <R = Zanx“ absolut konvergent

x| >R = Z:anxn divergent

(2) Z a, x" konvergiert in jedem Intervall [-r,r], wo r<R ist gleichmaBig.

12.10 Die Formel von Hadamard

SATZ: Sei Z a, x" eine Potenzreihe. Fiir den Konvergenzradius von Z a x" gilt

0, fallsR =
limsupy/la, | =4 o, fallsR =0
<, sonst

.. .. . .
Beweisidee: Falls — < limsupy/| a, |,d.h. 1< |a,|-r" fiir co-viele n, also Z:anrn div. nach
r

o . I ..
NF-Kriterium, somit r>R. Falls — > limsupy/| a, |, IceR:0<c<I s.d. ¢">|a,|-1"
r

f.f.a. n, also Zanr“ kgt. nach Majoranten-Kriterium, somit r<R.
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12.11 Differenzierbarkeit von Potenzreihen
SATZ: Sei Z a, x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R>0. Dann gilt:

n=0

(1) z a x" stellt in ]-R,R[ eine beliebig oft diffbare Funktion f dar.

(2) Fiir xe]-R,R[ gilt f'(x) = z n-a x"" (,,Gliedweises Differenzieren‘)
n=l

Beweisidee: Es geniigt zu zeigen, dal} die Ableitung ebenfalls Konvergenzradius R hat.

12.12 Die trigonometrischen Funktionen — die Zahl &

Definition: Die Zahl &t
Aus cos(2) < —% und cos(0) = 1 folgt mit dem ZWS, dal} cos in [0,2] eine positive

Nullstelle hat. Also ist M:={xeR"| cos(x) = 0} nicht leer. :=2-inf M
SATZ: exp: C— C ist periodisch mit der Periode 2xi, d.h. ™™ =¢” VzeC
Beweisidee: ¢’ =e”-e¢ =¢”-(e2 ) =’ -i* =¢’1,da e? = cosgﬂsing =i
Folgerung: cos: R— R und sin: R— R sind periodisch mit der Periode 2x, d.h.
cos(x +2m)=cosx und sin(x +2m)=sinx VxeR

SATZ: (1) cos hat auf R genau die Nullstellen §+ k-m mitkeZ

(2)  sin hat auf R genau die Nullstellen k- mit keZ

Folgerung:(1) 27 ist die kleinste positive Periode von cos und sin.
(2)  Fiir die komplexe Exponentialfunktion C— C, z > exp(z) =e” gilt:

e =1 < FkeZ:z=k-2mi

|12.13 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

—E,E] ist differenzierbar in ]-1,1[ mit arcsin'(x) = 1 ! =
-X

1

JI-x2

(1) arcsin: [-1,1]—>[

(2) arccos: [-1,1]—[0,r] ist differenzierbar in ]-1,1[ mit arccos'(x) = —

(3) arctan: R—>]- [ ist differenzierbar mit arctan'(x) =

n
2 1+x2

o

|13. Der Satz von Taylor

|13.1 Hohere Ableitungen

Definition: Hohere Ableitungen
Sei f: I—>R. fheillt zweimal diffbar, falls f diffbar ist und f': I— R diffbar ist.
Induktiv: f heifit k-mal diffbar (k > 2), falls f (k-1)-mal diftbar ist und die
(k-1)-te Ableitung £ *" diffbar ist.
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Definition: (1)  f heiBt k-mal stetig diffbar, falls f k-mal diffbar ist und f® stetig ist.
(2) f heiBt unendlich oft differenzierbar, falls Vk>0 f ® existiert.

Bezeichnungen: C*(1):={ f: I R |f k-mal stetig diffbar }
C*(I):={f:I> R | f oo-oft diffbar }

13.2 Taylorpolynome

Lemma: Sei f: > R n-mal diffbar in a€l. Dann existiert genau eine Polynomfunktion
T = Tuta: >R vom Grad < n mit T(a) = f(a), T'(a) = f'(a), ..., T ®(a) = f "(a),

(k)
némlich: T, (X)= Zf (a) )-
k=0

Thta heillt das n-te Tavlorpolvnom von f im Punkt a.

Beweisidee: Entwicklung tiber p(x) = ch -(x —a)* mit p(a) = co= f(a)

k=0

p"(a) =kle, =" (a)

Definition: Restglieder
Ry ra:= f - Tnra heilt das n-te Restglied von f'in a.

13.3 Der Satz von Taylor

SATZ: Sei f: >R (n+1)-mal diffbar, acl. Dann gibt es zu jedem x <l eine Zahl ¢ zwischen

f(n+1) (C)

(n+1)!
R(x)

X — a)n+1 >

13.4 Anwendung 1: Bestimmung lokaler Extrema

xundamit: R, (x)= (x—a)™! (,,Lagrange’sches Restglied*)

Beweisidee: Betrachte (n+1)-mal Nullerginzung und VMWS

SATZ: Sei f: >R (n+1)-mal stetig diftbar. Angenommen, es gilt fiir einen Punkt a€l
f'(@)=0, ..., f™(a)=0, £ *Y(a) # 0. Dann gilt:

(1) £ ™D(a) > 0 und n ungerade = f hat in a ein strenges lokales Minimum
(2) £f™D(a) <0 und n ungerade = fhat in a ein strenges lokales Maximum
3) n gerade = f hat in a kein Extremum

Beweisidee: Lagrange’sches Restglied

13.5 Anwendung 2: Qualitative Taylorformel

SATZ: Sei f: >R (n+1)-mal stetig diffbar und a€l. Dann existiert eine in a stetige
Funktion r: I— R mit f(x) = Ty ra(X) + (x - @)" "1(x).

(Anders: lim Rora® )—0 wegen Stetigkeit)

x—a (X a)
13.6 Taylor-Reihen
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Definition: Taylorreihen

) (k)
Sei f: 1> R oo-oft diffbar und acl. Die Reihe Ty, (x) = Y - ) kfa) )
k=0 .

heilt Taylorreihe von fin a.

Bemerkungen zu Taylorreihen:

(1) Ist f durch ein Potenzreihe gegeben, d.h. f(x) = Zanx“ , 80 gilt T, ((x) = Z:anxn .

(2) Der Konvergenzradius von Tg, hann gleich null sein. Selbst wenn T¢,(x) konvergiert,
mulB nicht Te,(x) = f(x) gelten.

3) Es gilt: Tra(x) =f(x) < limR_ ;. (x)=0

n,f,a

|Kapitel S: Integrierbare Funktionen

|14. Das Integral fiir Regelfunktionen

|14.1 Treppenfunktionen

Definition: Treppenfunktion
Eine Treppenfunktion auf I ist eine Funktion ¢: [—> R, zu der eine Unterteilung
a=Xx9<Xx;<X3<..<Xx,= b existiert, so da ¢ auf jedem offenen Teilintervall
]Xi.1, Xi[, 1 £1<n konstant ist.

Definition: Integral fiir Treppenfunktionen
Sei @: [—> R eine Treppenfunktion und a = xo < x; <X, < ... <X, = b eine
Unterteilung, so daB (p(x) = ¢; fiir xe]xi.1, xi[. Das Integral von ¢ ist definiert durch

Icp I@(X)dx—z ¢ (x-x)

=1 wert von @ im Linge desi-ten
i-ten Teilintervall  Teilintervalls

b
Bemerkung: '[ ¢ ist wohldefiniert, d.h. unabhédngig von der gewéhlten Unterteilung

14.2 Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen

SATZ: Sei T(a,b):={ ¢: > R | ¢ Treppenfunktion }. Es gilt:
(1) T(a,b) ist ein Untervektorraum von B(a,b).
(2) Die Integralabbildung T(a,b)—> R, ¢ > I(p hat folgende Eigenschaften:

(1) Fiir o,y eT(a,b) gilt: J‘(p—f-\ll = j(p+ j\lf
J-c “@=cC- I(p VceR (,Linearitdit™)

(ii) o<y = .[(p < Iq; (,,Monotonie*)
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| [0) || (,,Beschrdinktheit™)

b
< |(p|£ (b—a) o]

Lingedes Intervalls groBter Wert der Fkt.

Jo

a

(iii)

(,,Die Integralabbildung ist eine monotone, beschrinkte Linearform auf T(a,b)")

Beweisidee: Bilde jeweils die Vereinigung der Unterteilungen

14.3 Regelfunktionen

Definition: Regelfunktionen
Eine Funktion f: > R heiflt Regelfunktion, falls zu jedem €>0 eine Treppenfunktion
¢ € T(a,b) existiert mit || f,- ¢ || <e.
(,,In jedem &-Schlauch um f liegt eine Treppenfunktion®)
Anders: f Regelfunktion < 3 Folge (¢n) von Treppenfunktionen, ¢,eT(a,b),
die gleichmiaBig gegen f konvergiert
= 3 Folge (¢,) mit ¢,€T(a,b) und || ¢, —f|| —> 0

14.4 Charakterisierung der Regelfunktionen

SATZ: Fiir eine Funktion f: [—> R sind 4dquivalent:
(1) f Regelfunktion
(i)  Fiir jedes ce]a,b[ existiert li¥nf (x) und liEnf (%)
und es existieren li{p f(x) und liglf (x).

(,,Alle einseitigen Grenzwerte existieren®)

Korollar: (1) Jede stetige Funktion ist eine Regelfunktion.
(2) Jede monotone Funktion ist eine Regelfunktion.

b

ist keine

Wichtiges Beispiel: Die Dirichlet-Funktion mit f: [0,1]—> Rund x > { . 9
,X €

Regelfunktion, denn die einseitigen Grenzwerte existieren in keinem Punkt.

14.5 Das Regelintegral

SATZ: Sei f: [a,b]— R eine Regelfunktion.
(1) Fiir jede Folge (¢,) in T(a,b), die glm. gegen f konvergiert,

n—oo

b
existiert limJ‘(pn .

n—oo

b
(2) Der Grenzwert lim _[ ¢, hingt nicht von der Wahl der Folge (¢,) ab.

Definition: Regelintegral

n—oo

b b
I f= lim_[(pn heift das Integral von fiiber [a,b].

14.6 Eigenschaften des Regelintegrals

SATZ: Sei R(a,b):={ f: [a,b] > R | f Regelfunktion }. Es gilt T(a,b)c R(a,b)c B(a,b) und
(1)  R(a,b) ist ein Vektorraum
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b
(2)  Die Integralabbildung R(a,b)—> R, f > I f hat folgende Eigenschaften:

Fiir f,geR(a,b) gilt: (a) jf+g jf+jg

jc f=c- I f VceR (,,Lineritat®)

a

(b) f<g= j-f < J-g (,,Monotonie*)

b b
©  Jr<[lff<®-a)[f (,.Beschriinktheit*)

Beweisidee: Mit den Eigenschaften liber Treppenfunktionen

14.7 Vertauschung von Integration und Limes

SATZ: Sei (f,) eine glm. kgt. Folge von Regelfunktionen f,: [a,b]— R. Dann gilt:
Die Grenzfunktion f :=limf  ist auch eine Regelfunktion und es gilt

n—»o
b

jf_hm f =[limf, .

I‘l*}OO n*)oo

D.h. man kann den Raum R(a,b) nicht durch die Grenzfunktionen erweitern.

14.8 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

b
SATZ: Sei f: [a,b]— R stetig. Dann existiert ein ce[a,b] mit J‘f =(b—-a)-f(c)

b
Beweisidee: Es ex. Max. t und Min. s, mit Beschrianktheit s-(b-a) ij <t(b-a), ZWS

14.9 Bereichsadditivitit des Integrals

Lemma: Seif: [a,b]> Rund ce[a,b]. Es gilt:
b c b
feR(a,b) < flueeR(a0) & flemeR(e,b) und [f= j f+ j f

a

Beweisidee: Betrachte zugehorige Treppenfunktionen

Vereinbarungen:
a b
(1) j f=— j £
b a
b b
(2) Statt Jf schreibt man auch .[f (x)dx und nennt x die Integrationsvariable.

|15. Integration und Differentiation
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15.1 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

SATZ: Sei Ic R ein Intervall, acl und f: [ R eine Regelfunktion.

(1) Die Funktion F: I-> R mit x > If(t)dt ist stetig.

(2) Falls f stetig ist, dann ist F differenzierbar und F'=f.
(,,F ist eine Stammfunktion zu )

Beweisidee: (1) Betrachte c,— ¢, zeige F(c,) — F(c) mit Bereichsadditivitét
(2) Betrachte c,— ¢, zeige damit F’(c)= f(c) mit Bereichsadditivitdt, MWS
(mit €, zwischen ¢ und c,), Stetigkeit: f('c, )— f(c)

15.2 Anwendung des HDI zur Berechung von Integralen

b
Folgerung: j f(t)dt = F(b) — F(a) = G(b) — G(a) = [G]. wobei G = F + const

15.3 Substitutionsregel

SATZ: Sei f: [a,b]— R stetig und g' o,PB]— [a,b] stetig diffbar.
&(B)
Dann gilt: [f(xdx = j f(g(t))-g'(t)dt

g(a)

Beweisidee: Wihle G Stammfunktion zu f und Kettenregel auf (G o g)'(t) + HDI

15.4 Partielle Integration
SATZ: Seien f,g: [a,b]—> R stetig diffbar
Dann gilt: If g'= f g jf'
Beweisidee: Produktregel fiir Ableitungen und HDI

Wichtiges Beispiel

jlnxdx J-lnx X dx—[lnx x|} I— de—[lnx x] —[ ]a [x-lnx—x]:

15.5 Uneigentliche Integrale

Definition: Sei f: [a,00[— R mit f]j,;j€R(a,b) Vb>a.

b
Der Grenzwert _[ f= lEimJ.f heiB3t das uneigentliche Integral von f, falls er existiert.
—>0

Beispiel: Lz dx =lim Lz dx = hm[—l = lim(—l +1)=1
t X baoo b x b—w b

Definition: Sei f: (a,b]—> R mit f];.,jeR(c,b) Vc>a.
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b b
Der Grenzwert I f = lifn I f heil3t das uneigentliche Integral von f, falls er existiert.

1 1
Beispiel: Ilnx dx = lcigl'[lnx dx = lciirgl[x ‘Inx —x]. = 13?01(_1 —c-Inc+c)=-1
0 c

-0
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